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Resume 
N. KUIPER [1] a demontre que, si E est un espace de Hilbert, Ie groupe 
GL(E) des automorphismes de E est contractile. ARLT [2] a demontre 
la meme propriete pour l'espace Co. Nous montrons qu'il existe un espace 
de Banach E pour lequel GL(E) n'est pas connexe, et a Ie type d'homo-
topie de Z x BOoo' 
l. Notations 
Si F et G sont deux espaces de Banach, on note L(F, G) l'espace de 
Banach des applications lineaires continues de F dans G, Lc(F, G) 
l'adherence dans L(F, G) du sous espace vectoriel forme des applications 
de rang fini, on pose L'(F, G)=L(F, G)jLc(F, G) et on note p l'application 
canonique de L(F, G) sur L'(F, G). 
Si E est un espace de Banach, on note GL(E) (resp. GL'(E)) Ie groupe 
des elements inversibles de l'algebre de Banach L(E, E) (resp. L'(E, E)). 
Soit f E L(E, E); pour que p(f) E GL'(E), il faut et il suffit que Ker f et 
Coker f soient de dimension finie; dans ce cas on pose i(f) = dim Ker f-
- dim Coker f (indice de f). Soit u E GL'(E). L'indice i(f) d'un representant 
f de u ne depend pas du choix de ce representant et sera note i(u). 
L'image de GL(E) dans GL'(E) est l'ensemble GL'o(E) des u tels que 
i(u) = O. Si E est isomorphe it ses hyperplans, ce qui est Ie cas pour tous 
les espaces de Banach usuels, l'application i: GL'(E) -+ Z est surjective. 
2. Proposition 1: Soient F et G deux espaces de Banach tels que: 
(i) L(F, G) = Lc(F, G) 
(ii) F et G sont isomorphes a leurs hyperpZans. 
Posons E=F (BG. Le groupe GL(E) n'est pas connexe. 
Remarque. Les hypotheses de cette proposition sont verifiees par 
example pour F = Co (espace des suites tendant vel'S 0) et G un espace 
de Hilbert. 
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Demonstration. Un element u E L'(E, E) peut se representer par 
une matrice (~~) (car L'(F,G)=O). On a uEGL'(E) si et seulementsi 
a E GL'(F) et C E GL'(G), et dans ce cas i(u) =i(a) +i(c). On peut donc 
definir j: GL'o(E) --+ Z par j(u)=i(a)= -i(c). La condition (ii) entraine 
que l'application j est surjective, donc j 0 p: GL(E) --+ Z est surjective. 
Comme cette application est continue, GL(E) n'est pas connexe. 
3. Type d'homotopie de GL(E). 
Notons BO un espace classifiant pour Ie groupe O=lim O(n) (on peut 
remplacer 0 par U si Ie corps de base est C). 
Proposition 2. Sous les hypotheses de la proposition 1, on suppose 
en outre que les groupes GL(F) et GL(G) sont contractiles. Alors GL(E) a 
le type d'homotopie de BO x Z. 
Remarque: L'espace Co et les espaces de Hilbert verifient ces hypo-
theses (Kuiper, Arlt). 
Demonstration. L'espace GL(E), ouvert dans un espace de Banach, 
a Ie type d'homotopie d'un complexe simplicial d'apres un lemme de 
Milnor. II suffit donc de montrer qu'on a pour tout espace compact X 
une bijection f{J*: [X, GL(E)]'::::;;' [Xi BO x Z] =K(X), fonctorielle en X, en 
notant [X, Y] l'ensemble des classes d'homotopie d'application de X 
dans Y. 
Soient E un espace de Banach quelconque, X un espace compact, et 
u une application continue de X dans GL'(E). L'indice de JANICH [3] 
i(u) de u est un element du groupe K(X) de Grothendieck defini de la 
fayon suivante: soit tune application continue de X dans L(E, E) telle 
que po t=u (l'existence de t decoule d'un lemme de Michael); il existe 
un espace vectoriel de dimension finie V et une application! de X dans 
L(E EB V, E) de la forme (j, v), OU vest une application continue de X 
dans L( V, E), telle que !(x) soit un epimorphisme de E EB V sur E pour 
tout XEX. 
On peut interpreter! comme un epimorphisme de (E EB V)x sur Ex, 
en notant ainsi les fibres triviaux sur X de fibre E EB Vet E respectivement. 
Le noyau de ! est un fibre de T de dimension finie sur X. L'indice i( u) 
est l'element de K(X) represente par T - V x. Cet element ne depend que 
de la classe d'homotopie de u, et i sera considere comme une application 
de [X, GL'(E)] dans K(X). 
Posons GLc(E)=GL(E) n (/ + Lc(E ,E)). On a une suite exacte 
(1) [X, GLc(E)] ~ [X, GL(E)] ~ [X, GL'(E)] ~ K(X). 
Pour que l'application l* soit nulle, il suffit que E soit isomorphe it ses 
hyper plans et que, pour tout n, l'application GL(Rn) --+ GL(Rn EB E) soit 
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homotope it une application constante. Cette condition est verifiee sous 
les hypotheses de la proposition 2. 
Sous les hypotheses de la proposition 1, GL'(E) se retracte par defor-
mation sur GL'(F) x GL'(G). Sous celles de la proposition 2, [X, GL'(F)] 
et [X, GL'(G)] s'identifient par i it K(X) (JANICH [3] lLLUSIE [4]). La 
suite exacte (1) donne 
0--7 [X, GL(E)] --7 K(X) x K(X) --7 K(X) --7 O. 
II en resulte que l'application j: [X, GL(E)] --7 K(X) definie par j(f)= 
= i(a) = - i(c), si p(f) = (~ :), est bijective. Cette application est 
fonctorielle en X, d'ou la proposition. 
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